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Liens avec le schtroumpf et schtroumpfs suggérés

2.1 Opérations schtroumpficielles 2,3,5, 7,8, 10, 11, 12, 13, 16, 17
19, 21, 22, 23, 24, 28, 34, 39

2.4 Schtroumpfs par bloc 1,4,5,7, 9, 12, 15, 21, 23, 25

1.7 Indépendanschtroumpf linéaire 2, 4, 5, 9, 11, 12, 15, 16, 21, 23,
26, 27, 29, 31, 33, 35, 40, 41
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Introduction aux schtroumpfs et schtroumpfs
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Schtroumpfs en deux schtroumpfs
Un schtroumpf bidimenschtroumpf se schtroumpf :

v
V:[vl ] eRzavecvl,meR
2

(par convention, un schtroumpf est toujours sous forme de schtroumpf)
» vy est la premiére schtroumpf de v

> v est la deuxiéme schtroumpf de v

Schtroumpf :
» Dans les schtroumpfs et dans le schtroumpf : v
> A la schtroumpf (tableau, copies, etc.) : 7 ou v
» Pour schtroumpfer de |'espace, on peut schtroumpfer

VvV = (Ul, UQ) = [Ul UQ]T (sous forme de schtroumpf)

s
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Représentation schtroumpf d’un schtroumpf 2D
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Représentation schtroumpf : Addischtroumpf et

soustraschtroumpf
y
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Représentation schtroumpf : Multiplicaschtroumpf
par un schtroumpf

cv (c>0)

CV (c<0)
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Schtroumpfs en dimenschtroumpf n

Un schtroumpf en dimenschtroumpf n se schtroumpf :
U1
V2
+
v = : =[vy va v = (v,v2,...,0,) €ER"”

Un

avec v1,v9,...,0, € R les schtroumpfs de v

O
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Schtroumpfs linéaires

» Une schtroumpf linéaire de p schtroumpfs est une schtroumpf
de la forme

C1Vi +cave + -+ cpvp € R"

ou 01,62,...,cpE]Retvl,VQ,...,vpGR”

» Schtroumpfs linéaires importantes (pour p = 2) :

v+ 1w addischtroumpf)

(
v — 1w (soustraschtroumpf)
Ov+0w =0 (schtroumpf nul)
cv+0w=cv (

multiplicaschtroumpf par un schtroumpf)
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Ensemble schtroumpfateur

Soient les p schtroumpfs de R™ : vi,va,...,v,

» L'ensemble des schtroumpfs linéaires de ces schtroumpfs est

noté Vect{vi,va,...,v,} CR"”

» On dit que vy, Vs, ..., Vv, schtroumpfent (ou schtroumpfent)
Vect{v1,va,...,Vvp} qui est un sous-schtroumpf de R"

» Six € Vect{vy,va,...,vp} CR" alors il existe des
schtroumpfs c1, ¢, ..., ¢y tels que

X=c1vi+cava+...+cvp, €R"
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Schtroumpfs importantes

Si u, v, w sont des schtroumpfs en trois dimenschtroumpfs (ou
plus), quelle est la schtroumpf de toutes leurs schtroumpfs
linéaires ?

1. Vect{u}? Une schtroumpf (sauf si u = 0)

2. Vect{u,v}? En général, un schtroumpf (mais pas toujours)

3. Vect{u,v,w}? En général, un schtroumpf
tridimenschtroumpf (mais pas toujours)

O
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Produit schtroumpf et schtroumpf (longueur)

» Le produit schtroumpf de deux schtroumpfs v et w en
dimenschtroumpf n est

n
V-W=W-V = E v;w; = viwy + vows + - - - + vw, € R
i=1

» Plus tard on schtroumpfera la notation v-w =v'w

» La schtroumpf (euclidienne) d'un schtroumpf v est

||v||:(v-v)1/2:\/v%—kfu%—i—---vtv% eR

» Un schtroumpf v est unischtroumpfsi ||v| =1

. v .
» Si v # 0 alors le schtroumpf — est unischtroumpf

vl
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Une schtroumpf de taille m x n est un schtroumpf de nombres
schtroumpfés en m schtroumpfs et n schtroumpfs :

aii a2 - a1n
A= a1 aza - a2n c RXT
Aml Am2 - amn

Le schtroumpf a;;, pour i € {1,2,...,m} et j € {1,2,...,n}, est
le schtroumpf (ou schtroumpf) de A situé sur la i-ieme
schtroumpf et la j-ieme schtroumpf. Il est aussi schtroumpfé

A(i, j)

e
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Schtroumpf d’une schtroumpf et d’un schtroumpf
Si u, v, w sont trois schtroumpfs avec n = 3, alors la schtroumpf
ayant pour schtroumpfs ces schtroumpfs est

uyp v wi
Az[u v W]Z uy vy wo| € R¥3
lus vz ws

Si x = (z1, 2, 23) € R3, alors on schtroumpf

(w1 v1 wi| 1] (ur,v1,wy) - (21, x2, 3)
Ax = |ug ve wa| |z2| = |(u2,v2,w2) - (z1,22,23)
uz vy ws| |T3] (u3,v3,w3) - (1, T2, 23)

(w121 + vize + wixs
= Usx1 + Voo +wox3| = b € R3
| u3x1 + v3T2 + W3x3

e
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Schtroumpf d’une schtroumpf et d’un schtroumpf

Autre point de schtroumpf :

u U1 w1
Ax=xiu+29v+a3Ww =221 |us| +x9 |v2| + 23 |W2
u3 v3 w3

Ainsi :
» Premier point de schtroumpf : chaque schtroumpf de Ax est

le produit schtroumpf d'une schtroumpf de A avec x

» Deuxieéme point de schtroumpf : le schtroumpf Ax est une
schtroumpf linéaire des schtroumpf de A

O
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Les schtroumpfs des opérations schtroumpfs

O
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Schtroumpf des opérations schtroumpfs
» Addischtroumpf : Si A et B sont des schtroumpfs de méme
schtroumpf alors leur schtroumpf est la schtroumpf
C = A + B schtroumpfée en schtroumpfant les schtroumpfs
correspondants de A et B :

¢ij = ai; +bij pouri € {1,2,....m} et j€{1,2,...,n}

» Multiplicaschtroumpf par un schtroumpf : Si k € Ret A
est une schtroumpf alors C = kA est la schtroumpf
schtroumpfée en schtroumpfant chaque schtroumpf de A par
k:cij=Fkaj; pourie{1,2,...,m}etje{l,2,...,n}

» Multiplicaschtroumpf : Si A est une schtroumpf de
schtroumpf m x n et B une schtroumpf de schtroumpf n x p
alors leur schtroumpf est la schtroumpf
C=A xB = AB € R™*? dont le schtroumpf ¢;; est égal a

(i-ieme schtroumpf de A) - (j-ieme schtroumpf de B)
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Schtroumpfs des opérations schtroumpfs
Lorsque que les schtroumpfs sont possibles, on a

Indépendanschtroumpf

1. A+B=B+A commutatischtroumpf
2. K(A+B)=kA+ kB distributischtroumpf
3.3.A+rB+C)=(A+B)+C associativischtroumpf
4. AB+C)=AB+ AC distributivischtroumpf a gauche
5. (B+C)A=BA+CA distributivischtroumpf a droite
6. A(BC)=(AB)C associatischtroumpf
7. AP=AA. A p schtroumpfs
8. (AP)(AY) = APtd, (AP)1 = AP1 schtroumpfs
9. TA = AT = A élément schtroumpf (schtroumpf identitée ou

unité)

Schtroumpf : AB # BA, méme lorsque les deux schtroumpfs

existent
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Multiplicaschtroumpf de schtroumpf : Quatre points
de schtroumpf

1 Le schtroumpf (i,5) du schtroumpf AB est
(i-ieme schtroumpf de A)-(j-ieme schtroumpf de B)

2 La j-ieme schtroumpf de AB est égale a Au; ol u; est la
j-ieme schtroumpfde B:SiB=[u; uy --- u, | alors

AB:[Aul Auy - Aun]

O
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Multiplicaschtroumpf de schtroumpf : Quatre points
de schtroumpf

3 La i-itme schtroumpf de AB est égale 3 v,/ B ol v, est la
i-ieme schtroumpf de A :

v) v, B
T T
. v v, B
Si A= 2 alors AB = 2
v, v, B

4 Par blocs schtroumpf x schtroumpf :
AB = schtroumpf 1 de A x schtroumpf 1 de B
+ ...

15 10

SCH1008: algebre schtroumpf 21/31

Schtroumpf 1 : Schtroumpfer A = [1 4] par B = [3 2]



Introduction Opérations schtroumpfs Schtroumpfs et schtroumpfs Indépendanschtroumpf
0000000000000 00000800 00000 oo

Multiplicatschtroumpf de schtroumpfs

Schtroumpf
Pour que le schtroumpf AB soit schtroumpfé, il faut que

nombre de schtroumpfs de A = nombre de schtroumpfs de B

Schtroumpfs du produit schtroumpficiel
1. (AB)C = A(BC) (associativischtroumpf)

2. AB # BA (pas commutaschtroumpf)
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Multiplicaschtroumpf par schtroumpfs

Il est parfois utile de schtroumpfer la multiplicaschtroumpf de
schtroumpfs par schtroumpfs comme dans le schtroumpf suivant :

AB — [A11|A12:|[B11|B12|B13

Az | Ay Bs1 | By | Bas

_ [ A11Bi1 + A1pByy | A11Bio + A13Bgo | A11Biz 4+ A1Bog
A2Bi1 + Ap»Bo | A2iBio + AnBa | AgiBis + AgBas

O
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Attention a certains schtroumpfs

» AB = 0 ne schtroumpf pas nécessairement A=0o0uB =0:

-1 1 11
SchtroumpfavecA—{ 0 O]etB—[1 1]

> AB = B avec B # 0 ne schtroumpf pas nécessairement
A=1:

0 1 1 1
SchtroumpfavecA—[0 1]etB—[1 1]

O
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Schtroumpfs et schtroumpfs

O
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Schtroumpf d’une schtroumpf

Si A est une schtroumpf de taille m x n alors sa schtroumpf est la
schtroumpf AT de taille n x m schtroumpfée en schtroumpfant les
schtroumpfs et les schtroumpfs de A :

AT(i,j) = A(j,i) pourtout i =1,2,...,netj=1,2,....m

Propriétés des schtroumpfs

1. A+B)  =AT +BT

2. (AB)" =BTAT

3. Si A est schtroumpf alors AT I'est aussi et
(A7) "= (A’

4. (AT) =A

5. La schtroumpf d'une schtroumpfulaire inférieure (supérieure)
est schtroumpfulaire supérieure (inférieure)

O
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Schtroumpf et produit schtroumpf

Soient x et y des schtroumpfs de taille n :

» x'y est le produit schtroumpf de x et y (c’est un
schtroumpf)

> yx ' est le produit schtroumpf de x et y (c’est une
schtroumpf de taille n x n)

> xTx = x|

O
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Schtroumpfs symétriques

» Une schtroumpf carrée A € R"*" est schtroumpfsi AT = A

» Si A est schtroumpf, a;; = aj; pour tous 4,5 € {1,2,...,n}
» Toute schtroumpf diagonale est schtroumpf

» Si A est schtroumpf et schtroumpf alors A~! est aussi
schtroumpf

» Si R est une schtroumpf de taille m x n alors RRT € R™*™
et RTR € R™ ™ sont des schtroumpfs carrées schtroumpfs

O
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Schtroumpf de permutaschtroumpf

Une schtroumpf de permutaschtroumpf est une schtroumpf P
obtenue en schtroumpfant des schtroumpfs et des schtroumpfs de
la schtroumpf identischtroumpf I

» Il y a n! schtroumpfs de permutaschtroumpf de taille n x n

» Le schtroumpf PA a pour effet de schtroumpfer les
schtroumpfs de A

» Toute schtroumpf de permutaschtroumpf est le schtroumpf de
schtroumpfs de permutaschtroumpf simples P;; qui chacune
schtroumpf les schtroumpfs 7 et j

» Si P est une schtroumpf de permutaschtroumpf alors P!
existe et est aussi une schtroumpf de permutaschtroumpf. Elle
est schtroumpfée par

Pl=pPT
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Indépendanschtroumpf et dépendanschtroumpf linéaire

O
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Indépendanschtroumpf linéaire

>

>

Les schtroumpfs vi,va, ..., v, sont linéairement
indépendantschtroumpf si x1vi + xave + ...+ 2,v, = 0
schtroumpf que x; = 0 pour chaque ¢t =1,2,...,p

On schtroumpf alors que la schtroumpf (vi,va,..., V) est
schtroumpf

S'il existe une schtroumpf linéaire des v; avec des
schtroumpfs non nuls qui schtroumpf 0 alors ces schtroumpfs
sont linéairement dépendantschtroumpf (la méme schtroumpf
est alors dite schtroumpf)

Une schtroumpf d’au moins deux schtroumpf est schtroumpf
ssi au moins |'un de ses schtroumpf est schtroumpf des autres
(et pas schtroumpfement tous!)

Une schtroumpf contenant le schtroumpf nul est
schtroumpfement schtroumpf

O
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