1/4 2/4 3/4 4/4

10. Estimation

MTH2302D

S. Le Digabel, Ecole Polytechnique de Montréal

A2017
(v2)

O
MTH2302D: estimation 1/50



1/4 2/4 3/4 4/4

Plan

1. Introduction

2. Estimation ponctuelle

3. Estimation par intervalles de confiance

4. Autres problemes d’estimation par intervalle de confiance

O
MTH2302D: estimation 2/50



1/4 2/4 3/4 4/4

1. Introduction
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Introduction

L'inférence statistique consiste a tirer des conclusions sur une
population a partir d'un échantillon.

Deux parties :
» Estimation de parametres.

» Tests d'hypothéses.

Estimation de parameétres : deux méthodes :
» Estimation ponctuelle.

» Estimation par intervalles de confiance.
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2. Estimation ponctuelle
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Estimation ponctuelle

But : estimer un parameétre d'une population a I'aide d'une

statistique.

Définition

Soit X une variable aléatoire dont la distribution dépend d'un
parameétre 6. Soit X1,..., X, un échantillon aléatoire de X de
taille n.

Un estimateur ponctuel de 0 est une statistique 0 de la forme
0 = h(Xy,...,X,) et vérifiant certains criteres.
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Exemple 1

Soit X une variable aléatoire et X1,..., X, un échantillon de taille
n. Alors

L 1
> =X == ;
n 2
=1
> 0y = X; (une valeur individuelle)

sont des estimateurs de la moyenne § = = E(X).

O
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Exemple 2

Soit X une variable aléatoire et X1,..., X, un échantillon de taille

n. Alors
. 1 <& —
2
>0, =5 n—1;( )
R 1 & _
> 92=S721:E§_;(X1—X)2

sont des estimateurs de la variance § = 02 = V(X).
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Trois critéres pour la qualité d’un estimateur
Critere 1 : le biais

Le biais d'un estimateur 6 du parameétre 6 est

~

Biais(f) = E(6) — 6.
On dit que 6 est sans biais ou non-biaisé si Biais() = 0.

Le biais est une mesure de I'erreur systématique faite en
approximant 6 par 6.

Exemple 3
Prouver que E(X) = u et E(S?) = 02 et donc que X et S? sont
des estimateurs sans biais de y et o2

O
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Trois critéres pour la qualité d’un estimateur (suite)
Critere 2 : Erreur quadratique moyenne

Définition
L'erreur quadratique moyenne (EQM) d'un estimateur 6 du
parametre 6 est

EQM(d) = E [(é - 9)2] .

L'EQM est une mesure de la précision d'un estimateur.

Théoreme
Si 6 est un estimateur du parametre 6 alors

~ ~ ~ 72
EQM(8) = V(d) + [Biais(e)} .

O
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Trois critéres pour la qualité d’un estimateur (suite)

Critere 2 : Erreur quadratique moyenne (suite)

Le meilleur de deux estimateur él et ég, c'est-a-dire le plus efficace,
est celui qui a la plus petite EQM : 6; est plus efficace que 65 si

EQM(6;)

EQM(;) < EQM(@ =~
QM(61) < EQM(2) < EQM(Gs)

<1

Lorsque deux estimateurs son non biaisés, ceci revient a dire que le
plus efficace est celui dont la variance est la plus petite.

O
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Exemple 4

Soit X1, Xo,..., X5 un échantillon aléatoire d’'une v.a. X telle que
E(X) = p et V(X) = o2. Pour estimer 1, on considere

A~ Xi{+...+ X5 o 2X1 — Xo+ Xy
)= ———etbh = 5 .

1. Ces deux estimateurs sont-ils non-biaisés ?

2. Quel est le meilleur des deux?

O
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Trois critéres pour la qualité d’un estimateur (suite)
Critere 3 : Convergence

Dénotons par én un estimateur du parameétre 6 calculé a partir
d'un échantillon de taille n.

Définition

Un estimateur 0,, est convergent si pour tout € > 0

lim P (|én 9| < 5) ~1.
n—oo

Ceci signifie : si la taille de I'échantillon est assez grande alors on
est (presque) certain que |'estimateur 0,, est trés proche de 6.

Théoreme
Si EQM(6,,) converge vers 0 lorsque n — oo alors 6,, est
convergent.

O
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Méthode des moments

» La plupart des lois que nous avons vues sont déterminées par
un ou deux parametres généralement liés aux deux premiers
moments de la v.a., g} = p et ph = o2

» Soit X ~ Loi(01,02) avec 0; et 03 inconnus mais dépendants
des deux premiers moments. Si X1, Xo,..., X, est un
échantillon de taille n des valeurs de X, on peut définir les
deux premiers moments de |'échantillon par rapport a
I'origine :

1 n
—Z avec k € {1,2} .

3

Ainsi on peut estimer y par i = m/} et o2 par
62 = mh — (m})?, et donc 0 et 0s.
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Exemple 5

Soit X ~ Unif(0,a). Quel est I'estimateur @ du parametre a par la
méthode des moments ?

O
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Méthode du maximum de vraisemblance
Soit X une variable aléatoire dont la distribution est donnée par
f(x,80), ou 0 est un paramétre inconnu.

Soit z1, ..., 2, une réalisation (valeurs observées) d'un échantillon
aléatoire de taille n de X.

Définition
La fonction de vraisemblance de cet échantillon est

L(0) = f(x1,0) f(22,0) - - f(xn,0).

Intuitivement, L(6) est la probabilité d'observer les z1, 2, ...,z :
P(X1 =x1NXo =.’L‘zﬂ...ﬂXn=xn).

Définition

L'estimateur de vraisemblance maximale de 6 est la valeur 6 pour

laquelle L(0) atteint son maximum.

O
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Exemple 6

Soit X ~ Bern(p). Quel est I'estimateur p du parameétre p par la
méthode du maximum de vraisemblance ?

Voir exemple 10.5 page 235 (2éme édition) / exemple 9.5
page 248 (3éme édition) pour la loi normale.

O
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3. Estimation par intervalles de confiance

O
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Intervalles de confiance (1C) L
—t
boe |
e

Idée : Soit # un parameétre de e

la distribution d'une variable e

aléatoire X. e

A partir d’'un échantillon, e

on cherche a déterminer un FH ‘

intervalle [L, U] qui contient

avec une probabilité donnée. L G—

f—o—r-
Sur ce dessin, par ex. : =
P(L<pu<U)~8"%. 7

MTH2302D: estimation

19/50



1/4 2/4 3/4 4/4

Intervalles de confiance (suite)

Définition

Soit X une variable aléatoire et 6 un paramétre de sa distribution.
Soit X1,..., X, un échantillon de taille n de X.

Si L=L(Xy,...,X,) et U=U(Xy,...,X,) sont deux
statistiques telles que

P(L<H<U)=1-a

alors on dit que [L, U] est un intervalle de confiance pour 6 de
niveau de confiance 1 — a.
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IC pour la moyenne ;: : cas ol 0% est connue

Rappel : si X ~ N(u,0?) ou si la taille n de I'échantillon est

grand alors

X—p
T N(0,1).

Théoreme
Dans ce cas, I'intervalle de confiance a 100(1 — a)% pour u est

— g

o _
X_Za/Qﬁ SMSX—FZa/z%

ol 2,/ est un nombre tel que ®(2,/5) =1 — /2.

Exemple 7
Prouver le théoreme.
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IC pour la moyenne 4 : cas ol o2 est connue (suite)
Remarques :

1. La valeur de z,/, dépend du niveau de confiance voulu : par
exemple, avec la table du site du cours, on a :
» Sil—a=0.90,alors 2,/ ~ 1.645.
» Sil—a=0.95alors 2,/ ~ 1.960.
» Sil—a=0.99, alors Zo)2 = 2.576.
2. On peut aussi considérer un intervalle unilatéral, de la forme

[Lv OO[ ou ] — 00, U]
correspondant a
Ppu>L)=1-a ou Pu<U)=1-a
Dans ce cas, on remplace /2 par « dans les bornes déja
trouvées :
— o
et U=X+ Za%.

MTH2302D: estimation 22/50
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Exemple 8

Des tests sur la conductivité thermique d'un métal ont permis
d’'obtenir les données suivantes pour un échantillon de taille
n=10:

41.60 41.48 4234 4195 41.86
4218 41.72 4226 41.81 42.04

Soit X la conductivité thermique du métal. Sachant que X suit
une loi normale d'écart-type o = 0.10, donner :

1. Une estimation ponctuelle de p = E(X).

2. Un intervalle de confiance a 95% pour pu.

3. Un intervalle de confiance unilatéral, avec borne inférieure, au
niveau de confiance 95% pour .
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Niveau de confiance et précision de I’estimation

Soit X une variable aléatoire normale de variance connue pour
laquelle on veut estimer la moyenne a I'aide d'un échantillon de
taille n.

Si le niveau de confiance 1 — o augmente alors la longueur de
I'intervalle de confiance augmente.

La plus grande différence | X — p| possible entre I'estimateur et le
parametre, appelée erreur, est égale a la moitié de la longueur de

I'intervalle de confiance.

Par conséquent, si le niveau de confiance augmente, I'erreur
augmente.
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Taille de I'échantillon

Pour un niveau de confiance 1 — o donné, soit | X — y| I'erreur de
I'estimation de p par X.

Si on exige que |'erreur soit inférieure a une valeur fixée E, quelle
doit étre la taille minimale de I'échantillon utilisé ?

[

Exemple 9 : En faire la preuve.

Réponse :

O
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Exemple 10

Des tests sur la conductivité thermique d'un métal ont permis
d’'obtenir les données suivantes pour un échantillon de taille
n = 10.

41.60 41.48 4234 4195 41.86
4218 41.72 4226 41.81 42.04

Soit X la conductivité thermique du métal. Sachant que X suit
une loi normale d'écart-type o = 0.10, quelle taille d'échantillon
est nécessaire pour construire un intervalle de confiance 3 95%
avec une erreur inférieure a 0.057
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Intervalle de confiance pour la moyenne : autres cas

Une procédure semblable au cas précédent (variance connue)
permet de construire des intervalles de confiance pour la moyenne
1 dans différentes situations, en utilisant les distributions
échantillonnales étudiées auparavant :

» Cas ol X ~ N(u,0?) et o2 est inconnue.

» Cas oll n est trés grand et o2 est inconnue.

O
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IC pour 4 : résumé

| Situation | Relation utilisée | IC niveau 1 — & |
o2 est connue o
< e
et W%NN(O,l) ,U—X:l:za/2\/Lﬁ
X ~ N(u,0?%), ou n grand
o? est inconnue
_ ~ S
et '?T/% ~ Tn—l u= X+ ta/Q;n—l\/_ﬁ
X ~N(u,0?)
o2 est inconnue o
X e S
et W%NN(O,l) ,U—X:l:za/2\/_ﬁ
n est grand

O
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Intervalles de confiance pour la variance

Une procédure semblable a celle pour la moyenne permet de
construire des intervalles de confiance pour o2 dans différentes
situations, en utilisant les distributions échantillonnales étudiées

auparavant :
» Cas ou u est connue.
» Cas ol X ~ N(u,0?) et p inconnue.

» Cas ol n est trés grand et p inconnue.

e
29/50
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IC pour o2 et o : résumé
| Situation | Relation utilisée | IC niveau 1 — o
[t est connue S2 9 ) )
et nos ~ Xy ZSM §J2§2_"SL
n Xa/2;n Xl—a/2;n
X ~ N(u,0?%) | avec Sﬁ =15 (X —p)?
=1
{4 inconnue
-1)8? -1)8?
et (n—l)f—zfvxil Slf)éﬂgx(n :
2 a/2n—1 l1—a/2;n—1
X ~ N(,LL,O’ )
14 inconnue
S-o . N(0.1 s _s
et oy ~ N0, 1) 1+52 =7 T gl
n grand

O
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Exemple 11

Afin d'estimer la variance o2 de I'épaisseur d'un certain type de
verre, un échantillon de 25 spécimens est prélevé. L'écart-type
observé dans I'échantillon est de 0.08 mm.

On suppose que |'épaisseur du verre est distribuée selon une loi
normale.

1. Déterminer un intervalle de confiance 3 95% pour o2.

2. Donner un intervalle de confiance unilatéral, avec borne

supérieure, au niveau de confiance 90% pour o2.

O
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Intervalle de confiance pour une proportion

Considérons une expérience aléatoire et soit p la proportion de
succes dans une population. Soit X le nombre de succés dans un
échantillon de trés grande taille n. On a donc X ~ B(n,p) et

X

n
p= o= Zle/n est un estimateur pour p.
1=

De plus, on a vu auparavant (approximation d'une binomiale par
une normale), que si n est grand alors :

X ~ N(p=np,0? =np(1l —p)),

tdone —X=m NGO, 1) et P22 N(o.1).

n
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IC pour une proportion (suite)

On a

p—p
L2 ON(0,1) .
p(1-p) 1)

n

DoncP(ﬁ—za/Q p(lT_p)gpgﬁ+za/2\/@) =1-a.

Probleme : p est inconnu et apparait dans les bornes. Une
approximation acceptable est de le remplacer par son estimateur p,

et ainsi I'lC est
. p(1—p
pzpiza/z\/—( - ) -
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IC pour une proportion : calcul de la taille de
I’échantillon n

On veut borner I'erreur d’approximation

Za/g\/@‘ < FE, ce qui donne

Ip —p| =

Comme en général on fait ce calcul avant de considérer un
échantillon, on n'a pas forcément de valeur pour p. Si on a une
estimation antérieure pg, on la considére, sinon on prend p = 0.5 et

on calcule )
=[]

O
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Exemple 12

Douze des 75 arbres d'un échantillon aléatoire sont contaminés par
une maladie. Pour le déterminer, on a du abattre ces arbres.

1. Déterminer un intervalle de confiance a 95% pour p la
proportion d'arbres malades dans la forét.

2. Apres cette mesure, on veut une plus petite erreur
d’'approximation de p. Combien d’arbres supplémentaires
abattre si on veut une erreur d'au plus 5% 7

3. Combien d'arbres on aurait du couper si on veut la méme
erreur maximale, mais si on n'avait pas considéré le premier
échantillon de 75 individus?
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Intervalle de confiance avec deux échantillons

Une procédure semblable a celle pour la moyenne permet de
construire des intervalles de confiance dans différentes situations
ou deux échantillons X7 et X5 sont obtenus, en utilisant les
distributions échantillonnales étudiées auparavant :
2

» IC pour p1 — g lorsque X; ~ N(u;, 0 ) et les o7 sont
inconnues mais égales.

» IC pour g — po lorsque X; ~ N(j;,02) et les o2 sont
inconnues et différentes.

» |C pour p1 — pg lorsque nq,no sont grands et les a? sont

inconnues.
> Intervalle de confiance pour o /03 lorsque X; ~ N(p;,02).

» IC pour p1 — ps lorsque ny,ny sont grands.
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IC pour 1 — pio

| Situation | Relation utilisée | IC niveau 1 — « |

2 2 X, — X
of et 03 connues | ¥ _x, p— p2 = X1 — Xo

—(p1—p2) ~ N(O 1)

. . 52 5 5
Xi ~ N(pi, o7) Jadis 7 +z oy %
ou ny, ng grands n1 0 ng a/2\ g T ny
0%, 0% inconnues X1—X2 (Ml—uz ~ Tygn,_o | F1—H2 = X — X,
2 _ 2 N mon2
Ul — 0’2 "1 ita/?'nl—i-ng—Q

1)52 —1)52
X~ N(:UJianQ) = \/(n n1+:£n22 ) xSp P\ ni n1 + nlz
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IC pour 11y — o (suite)

| Situation | Relation utilisée | IC niveau 1 — «
2 2 -
o1, 05 inconnues X1—X2 (—p2) T, w1 —pe = X1 — Xo
2 2 2 /St | S5
01 7é 03 n +n2 :l:ta/Q;l/ n + N2

Ly — _(Si/mi+S3/n2)?
(82/n1)? | (S3/n2)?
ny+1 no—+1

02, 02 inconnues

n1, no grands

X1—Xo— (1 —p2) ~ N(O, 1)

52
1
n+

H1 — M2 271 —72
2
:|:Za/2 S +S

n2
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IC pour 11 — i : observations couplées
Supposons que les données aient été recueillies par paires sur les
mémes unités expérimentales, c'est-a-dire que chaque unité fournit
deux observations X7 et X5.

Si X7 et X5 suivent des lois normales alors D = X7 — X5 suit une
loi normale et

D — (1 — p2) T
OUE:%;Di:K—TQet S%:ﬁ‘_l(z)i—b)?

L'IC pour pi1 — po est :

D — toz/Q;n—l\S}_% Spy—pe < E'f‘ ta/Z;n—li_Dﬁ
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Exemple 13

On a calculé les valeurs suivantes pour les notes d'un groupe
(échantillon) de 41 étudiants de MTH2302D pour le contrdle
périodique et I'examen final :

Moyenne du Moyenne du Ecart-type des
contrdle sur 30 | final sur 50 | différences (sur 50)
17.45 31.75 6.48

Comme les deux examens ont été passés par les mémes étudiants,
on considére que les notes obtenues a ces deux évaluations sont
des observations couplées.

Dans ce cas, déterminez un intervalle de confiance a 95% pour la
différence des moyennes.
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IC pour 0%/03 et p; — po

Situation

Relation utilisée

IC niveau 1 — o

83 /a3
S%/O’% ~ an—l,nl—l

L<o?/03 <U avec

S7
L= ST2F1—a/2;n2—1,n1—1

St
U= S_gFa/Q;ng—l,nl—l

X, binomiale

n1, no grands

p1—p2—(p1—p2)

!

p1(1—p1) | pa(1—p3)
1n11+2n22

~ N(0,1)

p1—p2 = Pp1 — P2

iza/2\/131(1—131) + P2(1—p2)

ni

n2

MTH2302D: estimation
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4. Autres problemes d’estimation par intervalle de confiance

O
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Intervalle de prévision

Contexte : On tire un échantillon X1, ..., X,, d'une population
normale X ~ N(u,c?). On veut prédire la prochaine observation
Xnt1-

Définition

On construit un intervalle de prévision comme suit :
» Un estimateur ponctuel de X, | est X.

» Puisque les v.a. sont indépendantes, X,, 11 — X suit une loi
. 2
normale de moyenne nulle et de variance 0% + .

» On construit l'intervalle de confiance correspondant.

O
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Intervalle de prévision (suite)

» L'intervalle de prévision est

_Za/2H <Xn+1<X+Za/2U

si la variance o2 est connue.

» L'intervalle de prévision est

—ta/2n— 1\/ <Xn+1<X+7fa/2n 1\/52 1+

si la variance O’ n'est pas connue.
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Exemple 14

On a mesuré au cours de 10 vols I'accélération maximale (en g)
d'un avion de ligne. Les résultats obtenus sont :

1.15 123 156 169 171 183 183 185 190 1.91

On veut prédire |'accélération maximale de I'avion lors de son
prochain vol, en supposant que |'accélération maximale suit une loi
normale, avec une confiance de 95%.

O
MTH2302D: estimation 45/50



1/4 2/4 3/4 4/4

D .
Intervalle de tolérance

Contexte : On veut construire, a partir d'un échantillon, un
intervalle qui contient un pourcentage donné des valeurs de la
population, avec une probabilité 1 — a.

Définition
Un intervalle de tolérance d'une population X est un intervalle
construit a partir d'un échantillon X1, ..., X, et qui contient ¢%

des valeurs de X avec probabilité 1 — a.

» ¢ est le taux de couverture.
» 1 — « est le coefficient de confiance.
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Intervalle de tolérance avec une loi normale
On considere X ~ N(u,da?).

Si 1 et o sont connues alors déterminer un intervalle de tolérance
se réduit au calcul d'une probabilité avec la loi normale.

Si 11 et 0 ne sont pas connues alors I'intervalle de tolérance est de
la forme
[X —kS; X + kS]

ol k est une constante dépendant de g et 1 — .
Les valeurs de k pour différentes combinaisons du taux de
couverture ¢ et du niveau de confiance 1 — « sont habituellement

données dans des tables (voir page 537, 3éme édition, cas
bilatéral).
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Exemple 15

On a mesuré au cours de 10 vols I'accélération maximale (en g)
d'un avion de ligne. Les résultats obtenus sont :

1.15 123 156 169 171 183 183 185 190 1.91

On veut définir un intervalle de tolérance bilatéral dont on peut
étre confiant 3 95% qu'il comprend 99% de toutes les accélérations
maximales possibles.
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Intervalle de tolérance (cas général)
Ici X n'est pas normale, et I'intervalle de tolérance est
[Xmin; Xmax]- La relation entre le taux de couverture et le niveau

de confiance est
a=ng"" = (n—1)q"

ol n est la taille de I'échantillon.
Deux situations sont possibles :

1. Si g et n sont connus alors on peut déterminer le niveau de
confiance 1 — a.

2. Si « et ¢ sont connus alors on peut déterminer n
(approximativement) par

1 14q x4
n_[2+1_q A .
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Exemple 16

On s'intéresse a la durée nécessaire pour accomplir une certaine

tache. On dispose d'un échantillon de 50 mesures de cette durée
(en minutes). Une analyse statistique descriptive des 50 mesures
montre que X = 8.3 et Xjax = 11.8. De plus, les données ne
semblent pas provenir d’une distribution normale.

1. Déterminer un intervalle de tolérance pour la durée X ainsi
que le niveau de confiance si le taux de couverture est de 95%.

2. Quelle taille d"échantillon doit-on utiliser pour que le niveau
de confiance soit de 95% et le taux de couverture de 95% ?
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