Plus courts et pluslongs chemins
Complément au chapitre 8 « Une voiture nous attend

Soit I5{1,2,...,11 un ensemble de taches a ordonnancer. La durééadiéan de chaque
tache i est connue et égalejaRar hypothése, une tache en cours d’exécutigenepas
étre interrompue. L'exécution des taches est sauraigles contraintes que certaines
taches ne peuvent pas commencer avant que d’agiers terminées ou aient atteint un
certain degré d’avancement. D’autres contrainteposant que certaines taches ne
doivent pas démarrer trop tard aprés le début aufiches. C'est le cas, par exemple,
dans le cadre de processus chimiques ou une tngpdoattente entre deux taches peut
annuler la réaction chimique souhaitée. Notoera période a laquelle la tache i débute.
Toutes ces contraintes peuvent étre mises soosneefsuivante :

ti-ti = g
ou g est un nombre réel donné correspondant a une.ddoés quelques exemples :
la tache j ne peut pas commencer avant que la t&dieterminée it > p;
la tache j commence au plus tard lorsqu’un ceftgds de temps T s’est écoulé
depuis le début de la tache Tt >t ce qui est équivalent a i-tjt= -T
les taches i et j doivent débuter simultanémer 2t0 et ;=0

la tache j doit succéder immédiatement a la taclsaris qu'il y ait interruption :
t-tt=z-peti-tizp

Le probleme auquel on s’intéresse ici consisteoaver un ordonnancement de durée
minimale. Il s’agit en d’autres termes d’ordonnaries taches de telle sorte que I'heure a
laquelle I'exécution de la derniére tache prendséit aussi petite que possible.

Formulation en termes de graphes
On peut associer un graphe a ce probleme. Poyrarelonsidére deux taches fictives
0 et n+1.

= A chaque tachel{0,1,2,...,n,n+} correspond un sommet du graphe.

= Les sommetsi et ] liés par la relatips & a; sont reliés par un arc de longueyr a
allant de i vers j.

= Chaque sommefl{1,2,...,1} estrelié au sommet n+1 par un arc de longugur p
» Le sommet O est relié a chaque sommgdi2,...,} par un arc de longueur nulle.

Trouver un ordonnancement de durée minimale reatns a déterminer le plus long
chemin entre les sommets 0 et n+1. Un tel chemiraggseléchemin critiquecar les
taches sur ce chemin ont leur période de débutséegsi I'on désire terminer 'ensemble
des taches au plus tot. Les taches situées suhemim critique sont appeléédches
critigues La détermination des chemins critiques permetfaaliser I'attention sur
'exécution des taches critiques : tout retard s I'exécution d’'une tache critique
allonge inévitablement la durée du projet.



Pour tenter de retarder le réveil de la famille @&lyManori construit un tel graphe. A la
liste des taches décrites par Sébastien, on pastraoe le graphe ci-dessous.

Téaches Descriptions Duré¢s  Prédécespeurs
P1 Le pére fait sa toilette 10 T1, M1
P2 Vider les armoires dans 14 15 P1

chambre des parents
P3 Faire les valises des parer]ts 2p P2
P4 Apporter les valises a la 10 P3, M2

réception
P5 Rendre les clés 5 T3
P6 Prendre possession 0 P5
de la voiture

M1 La mére fait sa toilette 20 T1
M2 Faire les valises des filles 20 M1, F1
M3 Se maquiller et vérifier la 15 P3, M2

chambre des parents
F1 Vider les armoires dans Il 15 T1

chambre des filles

F2 Les filles font leur toilette 20 F1, P1, ML
F3 Vérifier la chambre des fillep 5 F2, M2
T1 Se lever 0
T2 Prendre le petit-déjeuner 45 P4, M3, F3
T3 Dernier brossage des denfs 10 T2

Ici, la tache O est en fait la tache T1 et la tach# est la tache P6. On a par exemple la
contrainte que la tache M1 précéede P1, ce quifsgmiie p; > ty1+20. On peut réécrire
cette inégalité sous forme standard pour obtenityt = 20, ce qui explique l'arc de
longueur 20 allant de M1 vers P1.

Dans ce graphe, T1 n’est relié directement qu'aN?lL,et F1. Théoriquement, tel que
soulevé par Sébastien, on aurait aussi dd mett@raide T1 vers les autres sommets.
Mais ces arcs sont en fait inutiles car tout chealiiant de T1 vers ces autres sommets
doit passer par P1, M1 ou F1.

Le plus long chemin de T1 a P6 dans ce grapheedsingueur 140, ce qui signifie que la
famille Courtel a besoin de 2 heures et 20 minptes se préparer le matin du départ.



Alors que le probléme que nous venons d’étudietaesgcherche d’'un plus long chemin
dans un graphe, d’autres probléemes consistenteandi@éer un plus court chemin. Par
exemple, lorsqu’on veut se rendre d’'un point a utread’'un réseau routier, on peut
rechercher le chemin le plus court ou le chemiplls rapide. C’est ce que font tous les
systemes GPS. Lorsqu’on veut minimiser la distgrareourue, les valeurs sur les arcs
sont les distances a parcourir d'un point a uneal8r I'on veut par contre que le trajet
soit aussi rapide que possible, les valeurs migekes arcs sont les durées des trajets.

Aussi, lorsqu’on recherche la meilleure stratégiargasser d’'un état A a un état B, on
peut considérer les étapes intermédiaires par édeguon peut passer. On peut aussi
mesurer le colt a payer pour se rendre d'une &apee autre. La meilleure stratégie
consistera alors a emprunter le plus court chemiA @ B. C’est exactement ce qu’a fait
Manori pour résoudre le probléeme de I'évasion dgsigonniers. Il a dessiné le graphe
suivant.

|1,2-5,100| |1,5-2,10.| |1,10-2,5o| |2,5-1,1()o| |2,10-1,5.| |5,10-1,2o

|01,2,5-10| |01,2,10’-’5| 01,5,10j2 |i,5,10-1

[1-25.100| |2-1,57100| |5-1,2,100| |1o-1,2,50|

-
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01,2-5,]0| |01,5-2,10| |01,10-£,5| |oz,5-1,10| |02,10-1,5| |05,10-1,2|

Le probleme consiste a se rendre du sommet awhagtaphe qui représente la situation
ou tous les prisonniers sont dans leur cellulescammet au bas du graphe qui correspond
a la situation ou tous les prisonniers sont libkesplus court chemin donne la stratégie
d’évasion la plus courte en temps.

Nous allons maintenant indiquer comment déterminerplus court chemin dans un
graphe. Notons que si c’est un plus long chemii it déterminer, il suffit de changer
de signe chaque longueur sur les arétes (c’estearemplacer chaque longueuy phr
—d;) et de rechercher un plus court chemin. Par exeni@lplus long chemin de A a B
dans le graphe a gauche ci-dessous est celui diedasgueur -1, et le plus court dans le
graphe a droite est aussi celui du bas avec umgeiéum 1.




Certains pourraient étre surpris qu’on considére ldagueurs négatives car dans un
réseau routier, toutes les distances sont posigvéss durées des trajets sont positives
aussi. Mais nous avons vu que la recherche deqolugs ou plus longs chemins peut
apparaitre dans d’autres contextes. Par exemplen slemande a ce que la tache A
commence au plus tard 20 minutes aprés le débua déche B, on a la contrainte
ta < tg+20, ce qui S’écrit aussi + ta = -20. Dans le graphe considéré nous mettons donc
un arc de A vers B de longueur négative -20.

Nous commencgons par présenter un algorithme denreod de plus court chemin entre
un sommet A et tous les autres sommets du grapieldaas ou le graphe considéré n’'a
pas de circuit. Cet algorithme marque un sommetaies la longueur du plus court

chemin jusqu’a lui est connue. Notons PCC(v) layleeur du plus court chemin de A au
sommet v et g la longueur de 'arc allant de x vers y.

Algorithme de recherche d’'un plus court chemin @ntn sommet A et tous les autres
sommets du graphe dans le cas ou le graphe comsidémpas de circuit

1. poser PCC(A)=0 et marquer A ;
2. s’il existe au moins un sommet non marqué alogs all3, sinon STOP.

3. choisir un sommet v non marqué dont tous les pes$&urs sont marques.
Déterminer le minimum des valeurs PCC(wj)#+den considérant tous les
prédécesseurs w de v et poser PCC(v) égal a cenommi; marquer le sommet v
et retourner a 2.

Pour le petit exemple ci-dessous, apres avoir PaXe(A)=0 et avoir marqué A, on peut
choisir v égal & C ou D. Choisissons v=C. On pasecdCC(C)=PCC(A)+5=5 et on
marque C. Le seul sommet dont tous les prédécassent marqués est alors le sommet
D. On pose donc PCC(D)=PCC(A)-2=-2 et on marquEiBalement le dernier sommet a
considérer est le sommet B. On pose PCC(B)=min{RJ}3( PCC(D)+3}=min{2,1}=1.
L’algorithme s’arréte apres avoir marqué B.

Lorsque le graphe considéré a des circuits, I'dgore ci-dessus ne peut plus étre
appliqgué car il n'existe plus forcément de sommentdtous les prédécesseurs sont
marqués. En effet, avant de marquer le premier ssindfan circuit, chague sommet de
ce circuit a un prédécesseur non marqué.

Le deuxiéme algorithme que nous présentons n’dgtevgue dans les cas ou toutes les
distances sont positives. Cet algorithme effecysletnent un marquage des sommets,
un apres l'autre. Il considere des valeurs tempesgicc(v) pour le plus court chemin de



A av. Ces valeurs temporaires sont mises a jour faaalement aboutir a la vraie valeur
PCC(v) une fois que le sommet v est marqué. L’'dlgore peut étre décrit comme suit.

Algorithme de recherche d’'un plus court chemin €ntn sommet A et tous les autres
sommets du graphe dans le cas ou toutes les destaont positives

1. poser pcc(A)=0 et pcc(v) = (infini) pour tout A ;
2. s’il existe au moins un sommet non marqué alogs all3, sinon STOP.

3. choisir un sommet v non marqué de valeur pcc(v)mafe, poser PCC(v)=pcc(v)
et marquer v ;

4. poser pcc(w)=min{pcc(w), PCC(v)+g} pour tout successeur w de v non marqué
(avec v égal au dernier sommet marqué a I'étage I@tourner a 2.

Pour I'exemple ci-dessous, apres avoir posé pc@AE=pcc(B)=pcc(C)=pcc(D}¥=, on
choisir v=A et on pose PCC(A)=0 tout en marquantOh fait alors les mises a jour
suivantes :

e pcc(C)=minfo, PCC(A)+3}=3

e pcc(D)=min{eo, PCC(A)+1}=1
On choisit donc v=D comme prochain sommet et ore fSC(D)=1 en marquant D. La
seule nouvelle mise a jour est pcc(B)=mnfP CC(D)+5}=6.
On choisit ensuite v=C et on pose PCC(C)=3 en naaigC et on fait la mise a jour
pcc(B)=min{6, PCC(C)+1}=4.
Finalement, on choisit v=B, on pose PCC(B)=4 enquant B et 'algorithme s’arréte.

Remarquons que cet algorithme ne produit pas fagnénm plus court chemin de A aux
autres sommets si le graphe contient quelquesndestanégatives. Par exemple, si on
modifie la distance sur l'arc allant de C a D pdarrendre égale a -3 au lieu de 3,
I'algorithme proposé débutera comme indiqué ci-dest posera donc PCC(D)=1 alors
que le plus court chemin de A a D est de longugen(assant pas C).

Nous indiquons finalement comment déterminer urs glourt chemin dans un graphe
pouvant contenir des circuits et des arcs avecdd#ances négatives. Nous supposons
gu’il n’existe pas de circuit de longueur négatoae, sinon, le probleme n’aurait pas de
solution de valeur finie. Il suffirait en effet de rendre de A vers ce circuit et de tourner
indéfiniment dans le circuit avant de ressortir ppse rendre vers un autre sommet pour
avoir un chemin de longueuso- L’algorithme qui suit ne considere que des vaeur
PCC(v) pour chague sommet v; ces valeurs sontsmisgour tout au cours de
'algorithme et nous ne savons qu’elles correspoh@eix longueurs des plus courts
chemins de A aux autres sommets qu’a la toutedibiadiyorithme.



Algorithme de recherche d’'un plus court chemin enin sommet A et tous les autres
sommets du graphe dans le cas général (mais enosapp qu’il n’existe pas de
circuit de longueur négative)
1. poser PCC(A)=0 et PCC(v)= (infini) pour tout WA ;
2. pour chague sommet v, calculer le minimum des valeBCC(w)+d, en
considérant tous les prédécesseurs w de v et ffgségal a ce minimum
3. pour chaque sommet v, faire la mise a jour PCC(W#HRCC(v), f(v)}

4. Si la valeur PCC(v) a été modifiée a I'étape 3 paurmoins 1 sommet v alors
retourner a 2, sinon STOP.

Pour I'exemple ci-dessous, on pose PCC(A)=0, PCERB)C(C)=PCC(D)= et on calcule
+ f(B)=PCC(D)+5 =co+5 =0
o f(C)=min{PCC(A)+3, PCC(B)+1 = min{0+3p+1}= 3
o f(D)= min{PCC(A)+1, PCC(C)-3}= min{O+10-3}= 1
On doit donc mettre a jour PCC(C) qui devient €galet PCC(D) qui devient égal a 1.
Comme deux valeurs ont été modifiées a I'étapen3goalcule les valeurs f(v) :
 f(B)=PCC(D)+t5=1+5=6
* f(C)=min{PCC(A)+3, PCC(B)+1 = min{0+3p+1}=3
o f(D)= min{PCC(A)+1, PCC(C)-3}= min{0+1, 3-3}=0
On doit donc mettre a jour PCC(B) qui devient égélet PCC(D) qui devient égal a O.
Comme deux valeurs ont été modifiées a I'étaper3goalcule les valeurs f(v) :
 f(B)=PCC(D)+5=0+5=5
o f(C)=min{PCC(A)+3, PCC(B)+1 = min{0+3, 6+1}=3
+ f(D)= min{PCC(A)+1, PCC(C)-3}= min{0+1, 3-3}=0
On doit donc mettre a jour PCC(B) qui devient &gal
Comme une valeur a été modifiée a I'étape 3, oalcate les valeurs f(v) :
 f(B)=PCC(D)+5=0+5=5
o f(C)=min{PCC(A)+3, PCC(B)+1 = min{0+3, 5+1}= 3
* f(D)= min{PCC(A)+1, PCC(C)-3}= min{0+1, 3-3}=0
Comme aucune valeur f(v) n’est inférieure a PCQ@lgorithme s’arréte.

Dans les algorithmes que nous avons décrits, flaede de retracer le plus court chemin
de A vers chacun des autres sommets du grapheffitl gour cela de mémoriser d’ou
vient I'arc qui entre en v lorsqu’'on modifie PCC(®u pcc(v) pour lalgorithme
précédent). Ici, par exemple, la derniére miseu e PCC(B) vient de D, celle de
PCC(C) vient de A et celle de PCC(D) vient de Cs becs utilisés pour les plus courts
chemins sont donc les suivants.



